Landskeppni 1 edlisfraedi 2016

Urslitakeppni
2. april kl. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargdgn: Reiknivél sem geymir ekki texta.

Keppnin samanstendur af 4 deemum sem eru 61l { nokkrum lidum. Athugadu hvort pa
hafir fengio 61l deemin.

Oll deemin 4 vega jafnt og ekki verdur dregid fra fyrir rong svor. Lidunum { hverju deemi er
ekki endilega radad eftir erfidleikastigi. Pad mé alltaf leysa seinni 1idi p6 fyrri lidir hafi ekki
verid leystir.

Skrifadu lausnir pinar snyrtilega 4 lausnabléd sem bu feerd athent og merktu pau vel.
Tekio verour tillit til ttreikninga vid yfirferd & deemum.

Goour fragangur hefur jakveed ahrif!

Tafla yfir pekkta fasta

‘ Nafn ‘ Takn ‘ Gildi
Hradi 1joss { tomardami c 3,00 - 108 m/s
Pyngdarhrédun vid yfirbord jardarinnar g 9,82m/s?
Massi rafeindar me | 9,11-1073 kg
Rafsvorunarstudull témarims € | 8,85-10712C?s%/(m3 kg)
Frumbhledslan e 1,602-10~C
Pyngdarfastinn G 6,67 - 1071 m3/(kgs?)
Fasti Plancks h 6,63-10734Js




1 Péttar og vionam

1) (3 stig) Finndu heildarrymdina Chejq milli punktanna a og b { rasinni sem synd er & myndinni ad nedan.

b o

2) (7 stig) Neesta mynd synir kerfi bétta sem allir hafa sému rymd C. Kerfid neer at { 6endanlegt til
heegri og sama mynstrid er endurtekid. Finndu heildarrymdina Cu, milli punktanna a og b. Abending: Heegt
er ad nota nidurstéduna tr 1id 1) med bvi ad velja rétt gildi & C1, C2 og Cs.

3) (4 stig) Nt er spennan V sett & milli punktanna a og b i rasinni ad ofan (t.d. med rafhlédu) og péttarnir
hladast. Reiknadu it hledsluna & péttinum sem merktur er med stjérnu (*) begar hann er fullhladinn. Notadu
steerdirnar V', C' og Cy, 1 lokasvarinu (bt barft ekki ad hafa leyst 1id 2).

4) (3 stig) Finndu jafngilda vidnamid Rjeig milli punktanna a og b { rasinni, sem synd er 4 naestu mynd.
Athugadu ad punktarnir ¢ og d eru tengdir.

5) (3 stig) N er V = 17V jafnspennugjafi tengdur milli punktanna a og b. Finndu strauminn i gegnum
3kQ-vidnamid (pad er merkt med stjornu).
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2 Aflifraedi brauta

Hugsum okkur geimfar med massa m & sporbraut um hnétt (t.d. planetu) med med mun steerri massa
M > m. I kyrrstodukerfi hnattarins ferdast geimfarid eftir sporbaug (ellipsu) med brennipunkt i midju
hnattarins. Stadsetningarvigur geimfarsins midad vio hnottinn tdknum vio med 7, og hrada geimfarsins
taknum vid med ¢. Pegar fjarleegdin r = |7] tekur leegsta mogulega gildi, rp, ba segjum vid ad geimfarid sé i
ndndarstodu og begar bad tekur haesta gildi, r,, b4 segjum vid ad bad sé { firdstéou (sja mynd ad nedan).

1) (6 stig) Taknum hradann i firdst6du med v,. Notid 16gmal um vardveislu orku og hverfibunga til bess
a0 syna ad hradinn i firdst6ou uppfyllir:

(1)

Abending: Pegar geimfarid er i firdst6du eda nandarstédu pa er hradi pess hornréttur 4 stadsetningarvigurinn
7. Notadu pessa stadreynd dsamt vardveislu hverfipungans til pess ad finna samband milli r,, v, annars vegar
og 7p, Vp hins vegar.

2) (1 stig) Syndu ad jofnu (1) megi rita:

15 2a — 1,
—v;, =GM
9" rq(2a)

(2)
bar sem a er halfur langas sporbaugsins. Pt méatt nota nidurstodu ar 1id (1) an bess ad hafa leyst hann.

3) (3 stig) Syndu ad heildarorka geimfarsins (summa skridorku og stoduorku) sé

_ GMm
N 2a
og leiddu ut vis—viva—jéfnuna:
2 1
v’ = GM ( - ) (3)
r oa

Pu matt nota nidurstédur ar fyrri lidum an pess ad hafa leyst pa.

4) (7 stig) Geimfar eitt er 4 hringlaga braut med geisla r; i kringum hnétt med massa M. Til bess ad
feerast yfir 4 adra hringlaga braut med geisla ro > r; getur geimfarid aukid hradann med eldflaugarhreyfli
sinum. Ein adferd til pess er Hohmann—ferslan sem synd er 4 naestu mynd. Geimfarid kveikir & eldflaugar-
hreyflinum { stuttan tima og eykur hradann um Av; (gera méa rad fyrir ad hradaaukningin taki svo litinn
tima ad geimfarid feerist nanast ekkert 4 medan). Pannig kemst geimfarid & sporbraut (2 4 myndinni) sem
sker innri hringlaga brautina { nandarst6du og ytri hringlaga brautina i firdstodu. Pegar geimfarid snertir
ytri hringinn med radius ro pa kveikir pad aftur & hreyflinum og eykur hradann um Awvs, og ferdast eftir pad
& hringlaga braut med geisla 5.

Finndu hradaaukningarnar Av; og Avy. Finndu einnig timann ¢z sem Hohmann-feerslan tekur (pad er,
timann sem bad tekur geimfarid ad ferdast milli hringlaga brautanna tveggja).
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Avg

5) (3 stig) P6 vid hofum adeins leitt Gt vis—viva—jofnuna fyrir brautir sem eru sporbaugar, pa gildir
han einnig fyrir 6takmarkadar brautir (fleygboga og breidboga). Finnid lausnarhrada geimfars i fjarleegd r
fra hnetti med massa M. Lausnarhradi er minnsti hradi sem geimfario parf ad hafa til pess ad sleppa ur
byngdarmeetti hnattarins (b.e. komast ,,at i 6endanlegt®).
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3 Hrooun i afstaediskenningu Einsteins

Athugasemd: Ekki er gert rdd fyrir neinni pekkingu 7 takmorkudu afstediskenningu Einsteins © pessu demi.
Allt sem notad er ur kenningunni er wutskyrt ¢ textanum ad nedan.

Imyndum okkur ad Lisa horfi it um geimskipid sitt, sem er kyrrsteett i upphafspunkti hnitakerfis. Lisa sér
geimskipid hans Roberts ferdast i stefnu x-dss. Robert gerir tilraun med gorm inni i geimskipinu sinu og
maelir skv. strekkingu gormsins ad hrédun geimskipsins sins sé fastinn ag.

Samkveemt klassiskri aflfreedi myndi Lisa sja geimskipid hans Roberts ferdast med pessari fostu hréoun.
Hradi Roberts myndi aukast stoougt, par til hradinn ad lokum feeri langt yfir hrada ljossins. En vid vitum
a0 ekkert getur ferdast hradar en 1j6sid svo eitthvad er bogid vid pessa forsendu.

Samkveemt takmorkudu afstaediskenningu Einsteins er hrodun geimskips Roberts a(t), eins og Lisa meelir
hana & timanum ¢, ekki gefin med ag heldur med jofnunni

a(t) = ag (1 —o(t)? /02>3/ ’ (4)

bar sem v(t) er hradi geimskipsins & timanum ¢.

1) (2 stig) Hver er hradi geimskipsins hans Roberts v(t), skv. klassiskri aflfreedi? Gerdu rad fyrir ad
0) =

v(

2) (8 stig) Lisa melir hrada geimskipsins hans Réberts, v(t), 4 timanum ¢. Syndu ad skv. takmorkudu
afsteediskenningunni mun hin meaela hradann:

capt

_— 5
V¢ + a3t? ®)

v(t) =

Gerdu rad fyrir ad v(0) = 0.
Athugasemd: Hér geeti verid gagnlegt ad ngta sér ad diffurjéfnuna dy/dx = (1 — y?)3/? md skrifa med

adskilnadi breytisterda sem
1 p—
7(1 — dy= [ dx (6)

1 y
dy = +K 7
/(1—92)3/2 1—y2 "

Einnig md nota ad

par sem K er fasti.

3) (6 stig) Hver er hradi geimskipsins skv. takmorkudu afstzediskenningunni fyrir eftirfarandi gildi? ba
matt nota jofnu (5) an pess ad hafa leyst 1i0 2.

i) apt =c-1073
ii) apt = ¢

iii) agt = c- 103

4) (4 stig) Hver er mesti hradi sem Lisa mzelir 4 geimskipinu hans Roberts, b.e. begar t — 0o? Utskyrdu
med tilvisun { jéfnu (5). P4 matt nota hana 4n bess ad hafa leyst 1id 2.

Page 5



4 Hleodsla inni i kaluskel

Jakvaedri punkthledslu ¢ er komid fyrir inni i leidandi ktluskel. Skelin hefur innri radius a og ytri radius
b. Ekki ma gera rad fyrir ad b — a sé hverfandi. Vid teiknum hnitakerfi pannig ad midja skeljarinnar sé i
upphafspunkti hnitakerfisins. Myndin ad nedan synir pversnid kualuskeljarinnar. Vinsamlegast teiknadu 61l
grof sem bedid er um inn i videigandi hnitakerfi 4 svarbladi sem fylgir keppninni. Hafou alla utreikninga a
eigin bladi (eins og fyrir hin deemin { keppninni), engir ttreikningar eiga ad vera & svarbladinu.

Athugasemd 1: Athugadu vel ad myndin synir pversnid kiulu en ekki sivalnings.

Athugasemd 2: Pegar skissa d grif hefur godur fragangur jikved dhrif en teiknihefileikar skipta engu
madls.

)
NS

1) (10 stig) I bessum 1id gerum vid rad fyrir ad punkthledslan sé stadsett { midju kiluskeljarinnar, p.e. i
upphafspunkti hnitakerfisins.

i) Finndu rafsvidid E(z) & z—as fyrir x < a, a < z < b og « > b. Tiltaktu sérstaklega hvad gerist {
punktunum z = a og © = b, b.e. finndu E(z) begar x stefnir 4 a og b, baedi fra vinstri og heegri.

ii) Skissadu graf af rafsvidinu & x—as. Notadu hnitakerfid sem gefid er 4 svarbladi og merktu inn gildin
sem bu reiknadir i i) & E—asinn (b.e. { punktunum = = +a og x = +b).

iii) Finndu spennuna V(x) 4 z—éas fyrir ¢ < a, a < < b og > b, midad vid ad spennan 6endanlega
langt fra kaluskelinni sé 0 (b.e. V(z) — 0 begar x — o). Tiltaktu sérstaklega gildin & V(a) og V(b).

iv) Skissadu graf af spennunni 4 x—4as. Notadu hnitakerfid sem gefid er 4 svarbladi og merktu inn gildin
sem bt reiknadir { iii) & V—asinn (b.e. fyrir x = £a og = +b).

2) (10 stig) I bessum 1id gerum vid rad fyrir ad punkthledslan sé stadsett & x-as, { punktinum x — 2a/3.

i) Finndu rafsvidid E(z) & x—as fyrir a < z < b og « > b. Tiltaktu sérstaklega hvad gerist i punktinum
x = b, b.e. finndu E(z) begar x stefnir 4 b, baedi fra vinstri og haegri. (Taktu eftir ad ekki barf ad finna F(z)
fyrir « < a).

ii) Skissadu graf af rafsvidinu & x—as. Notadu hnitakerfid sem gefid er 4 svarbladi og merktu inn gildin
sem bu reiknadir i i) & F—asinn, fyrir & = £b. Hér er ekki gert rad fyrir ad fundin sé jafna fyrir E(x) begar
x < a, en merktu inn gildid & E(a) sem b reiknadir 1 1id 1 i) og syndu rafsvidid pegar x nalgast a fra vinstri
og x nalgast —a fra heegri, midad vid pad gildi.

iii) Finndu spennuna V(x) & x—as fyrir a < < b og x > b, midad vid ad spennan 6endanlega langt fra
kualuskelinni sé 0 (b.e. V(z) — 0 begar © — oo). Tiltaktu sérstaklega gildin &4 V(a) og V(b).

iv) Skissadu graf af spennunni 4 x—as. Notadu hnitakerfid sem gefid er 4 svarbladi og merktu inn gildin
sem bt reiknadir { iii) & V—asinn (b.e. fyrir x = +a og z = +b).

v) Skissadu mynd 4 svarbladid sem synir rafsvidslinur innan, inni { og utan kiluskeljarinnar (ef einhverjar
eru). Syndu a.m.k. 8 rafsvidslinur 4 hverju sveedi bar sem rafsvidid er ekki 0.

Page 6



