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1 Péttar og vionam

1) (3 stig) Finndu heildarrymdina Chejq milli punktanna a og b i rdsinni sem
synd er 4 myndinni ad nedan.

Cs Cs

b o

Lausn. Me0 pvi a0 nota reglur um radtengingu og hlidtengingu vidnama feest

I S U
Cheia  C1 Ca+Cs’
eda
o C1(C2 + Cs)
heild = <~~~
Ci+Cy+C3
2) (7 stig) Neesta mynd synir kerfi pétta sem allir hafa somu rymd C. Kerfid
naer ut 1 6endanlegt til haegri og sama I/nynstrié er endurtekid. Finndu heildar-
rymdina Co, milli punktanna a og b. Abending: Heaegt er ad nota nidurstéouna
ur 1io 1) med bvi ad velja rétt gildi & Cq, Cy og Cs.

c c C

b o

Lausn. Med bvi a0 bera saman myndirnar tveer sést ad kerfin tvo eru jafngild
ef vio veljum C; = C, Cy = C og C3 = Cy. Med bvi ad nota nidurstéduna tar
sidasta 1i0 feest sambandid
C? 4+ CCy
Cp=———.
2C + Cyp



Med smé algebru feest
C% +CCy,—C? =0,

sem er annars stigs jafna i Cy, og pvi audleyst. Hun hefur tveer lausnir i raun-
tolunum en onnur er neikvaed og kemur pvi ekki til greina. Jakveeda lausnin

er.:
V5—1
2

Co = C.

3) (4 stig) Nt er spennan V sett 4 milli punktanna a og b { rdsinni ad ofan
(t.d. med rafhloou) og béttarnir hladast. Reiknaou tt hledsluna 4 béttinum sem
merktur er med stjérnu (%) begar hann er fullhladinn. Notadu staerdirnar V', C'
og Cy 1 lokasvarinu (b1 parft ekki ad hafa leyst 1id 2).

Lausn. Myndirnar ad nedan syna rasina med spennugjafanum. I efri myndinni
hefur péttunum verio skipt ut fyrir jafngilda péttinn Cy, og heildarhledslan @ i
rasinni merkt inn. A nedri myndinni m4 sja jafngilt kerfi par sem C., hefur verid
skipt ut fyrir prja pétta, rétt eins og i sidasta 1id. Hledslan ¢ & stjéornumerkta
béttinum og ¢’ 4 péttinum Cy hafa verid merktar inn. Vio viljum finna q.
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vV —/—— Oy
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Par sem hledslan { kerfinu vardveitist pa verdur ad gilda Q = ¢ + ¢'. Ut frd efri
myndinni og skilgreiningu Cy, bé faest

Q

V="t
Cwo

svo Q=VCy.

Ut fré nedri myndinni faest ad heildaspennan er V = % + &. Pa faest

_ Q\ (. Cu
voo(r-Q) - (v-cSev),

eda




4) (3 stig) Finndu jafngilda viondmio Ryeiq milli punktanna a og b { rasinni,
sem synd er & naestu mynd. Athugadu ad punktarnir ¢ og d eru tengdir.

e Py ®

Lausn. Byrjum & pvi a0 skipta it hlidtengdum viondmum fyrir jafngild vionam:

Par sem punktarnir ¢ og d eru tengdir getum vio 1itid svo & ad beir séu sami
punkturinn. Sannfeerid ykkur um ad eftirfarandi kerfi sé jafngilt:

2k 8kQ




N1 faest med pvi a0 nota reglur um radtengd og hliotengd vionadm ad jafngilda
viondmio milli punkta a og b er ng eda um pad bil 1,89 k).

5) (3 stig) Nt er V = 17V jafnspennugjafi tengdur milli punktanna a og b.
Finndu strauminn { gegnum 3 kQ—vidndmio (pad er merkt meo stjornu).
Lausn. Heildarstraumurinn milli punktanna a og b faest med pvi ad nota svario
ar sidasta 1io:

- %4

= =9A.
Rhpeila

Skodum jafngilda kerfid & sidustu mynd. Nakvaemlega helmingur straumsins
eda 4,5A fer { gegnum viondmio sem merkt er k. Petta vidondm svarar til
hliotengdu 3 k2 og 6 k2 vidonamanna & fyrstu myndinni. Straumurinn { gegnum
3k vionamio (merkt med %) er pvi

LYY
3+62



2 Aflfraedi brauta

Hugsum okkur geimfar med massa m & sporbraut um hnétt (t.d. pldnetu) med
med mun steerri massa M » m. I kyrrstédukerfi hnattarins ferdast geimfarid
eftir sporbaug (ellipsu) med brennipunkt i midju hnattarins. Stadsetningarvigur
geimfarsins midad vio hnoéttinn tdknum vio med 7, og hrada geimfarsins tdknum
vid med U. Pegar fjarlegdin r = || tekur laegsta mogulega gildi, r,,, b4 segjum
vi0 a0 geimfario sé i ndndarstéou og pegar bad tekur heesta gildi, r,, ba segjum
vi0 ad bao sé { firdstéou (sjd mynd ad nedan).

1) (6 stig) Taknum hradann { firdst6du med v,. Notid 16gméal um vardveislu
orku og hverfibunga til pess ad syna a0 hradinn i firdstéou uppfyllir:

1 Tp

P =GM—P2 1
QU G ro(rp +74) (1)

a

Abending: Pegar geimfario er { firdstoou eda nandarstodu pa er hraoi pess horn-
réttur 4 stadsetningarvigurinn 7. Notadu pessa stadreynd dsamt vardveislu
hverfibungans til pess ad finna samband milli r,, v, annars vegar og 7p, v, hins
vegar.

Lausn. Heildarorka geimfarsins i fjarleego r frd hnettinum er

1 M
E = vaz -G rm' (2)

Samkvaemt 16gmalinu um vardveislu orkunnar er pessi steerd fasti fyrir hreyfingu
geimfarsins. Sér { lagi gildir

1, 1 1, 1
202 .y B il
5% GM - 5V GM - (3)

bar sem btiid er a0 deila med massa geimfarsins m. Pegar geimfario er { firdst6ou
hradi pess hornréttur & stadsetningarvigurinn 7 og pvi feest hverfipunginn med

L = |L| = m|Fy X ¥,] = mrqu,.
Med pvi a0 reikna at hverfipungann i nandarstéou feest 4 sama hatt

L= \I_;| = mrpvp



SVO rqUq = TpUp. Med bvi ad stinga inn fyrir v, { jéfnunni 3 faest

1 1 142 1
SR GM— ==l GM = =
2 Ta 272 Tp

Loks feest
2 ro(rp +7a)

2) (1 stig) Syndu ad jéfnu (1) megi rita:

1,5 2a —1q

2%~ GM rq(2a) )

bar sem a er hélfur langds sporbaugsins. P métt nota nidurstédu tr 1io (1) n
pbess ad hafa leyst hann.

Lausn. Pessi lidur lidur leidir audveldlega af 2a = r, + 7.

3) (3 stig) Syndu ad heildarorka geimfarsins (summa skridorku og stodu-
orku) sé
GMm
2a

E =

og leiddu ut vis—viva—jéfnuna:

2 = GM (2 - 1) (5)

r a

P matt nota nidurstéour ur fyrri lioum an pess ad hafa leyst ba.
Lausn. Jafnan fyrir E feest med augljosri innsetningu at fra sidustu nidurstéou

og
1 1
E= imvg —GMm—.

Ta
Vis—viva—jafnan faest svo 0t fra orkuvardveislu med jofnu 2.

4) (7 stig) Geimfar eitt er 4 hringlaga braut meo geisla 7 { kringum hnott
me0 massa M. Til bess ad feerast yfir 4 adra hringlaga braut med geisla ro >
r1 getur geimfarid aukid hradann med eldflaugarhreyfli sinum. Ein adferd til
bess er Hohmann—ferslan sem synd er 4 naestu mynd. Geimfarid kveikir &
eldflaugarhreyflinum { stuttan tima og eykur hradann um Aw; (gera ma rdd
fyrir a0 hradaaukningin taki svo litinn tima ad geimfario feerist ndnast ekkert
4 meodan). Pannig kemst geimfarid 4 sporbraut (2 4 myndinni) sem sker innri
hringlaga brautina { nandarstodu og ytri hringlaga brautina i firostodu. Pegar
geimfarid snertir ytri hringinn me0 radius ro pa kveikir pad aftur & hreyflinum
og eykur hradann um Aws, og ferdast eftir pad 4 hringlaga braut meo geisla ro.

Finndu hradaaukningarnar Av; og Awvs. Finndu einnig timann ¢y sem
Hohmann-feerslan tekur (bad er, timann sem pad tekur geimfarid a0 ferdast
milli hringlaga brautanna tveggja).



Avg

Lausn. Pegar geimfario kveikir fyrst & hreyflinum er pad 4 braut med r = a = 1,

og hraoa
2 1 / 1
M| ——— | =7A/GM—.
(Tl T1> T1

Geimfario feerir sig yfir & braut med a = % og hradinn verour pvi

W(?_ 2 )
1 L+ 172

Med smé algebru faest ad mismunurinn er

AU1:\/G]V[ (\/ 2r2 —1>
1 T+ 7o

GM
AUQ = (1 — 27“1 >
T T+ T2

5) (3 stig) P6 vid hofum adeins leitt it vis-—viva-jofnuna fyrir brautir sem
eru sporbaugar, b gildir hiin einnig fyrir 6takmarkadar brautir (fleygboga og
breidboga). Finnio lausnarhrada geimfars i fjarleegd r frd hnetti med massa M.
Lausnarhradi er minnsti hradi sem geimfarid parf a0 hafa til pess a0 sleppa ur
byngdarmeetti hnattarins (b.e. komast it { dendanlegt).

A hlidstzedan hatt fzest

Lausn. Sannfeerid ykkur um ad begar geimfario er a4 lausnarhrada vy, ba er
heildarorkan

Mm
Ezimvgo—G "




néakveemlega null. Pad er vegna bess a0 pegar fjarleegdin r stefnir 4 éendanlegt
pbéa & hradinn a0 stefna 4 null. Vid faum pvi

[2GM
Voo = .
r

Petta er klassiska leidin til a0 leida it pessa nidurstédu. Pad ma einnig fa pessa
nidurstodu beint Ur fra vis—viva—jéfnunni med pvi ad taka markgildio a — oo
med fast r.




Lausnir 4 deemum 3 og 4
Landskeppni 1 edlisfreedi 2016

Holmfriour Hannesdottir

Dasemi 3

1. Hradinn & timanum ¢ skv. klassiskri aflfraedi er

v(t) = apt

bvi upphafshradinn & timanum ¢ = 0 er v(0) = 0.

2. Vid vitum ado

bvi gefur jafna (4):

Jafna (6) gefur pa ad

1
/—dv _ ao/dt
(1-2)"

N getum vid notad jofnu (7) med u = v/c og ba du = dv/c og fengid ad

= a (t+ K)

02

c2

par sem K er fasti.

Med bvi ad hefja badar hlidar i annad veldi og leysa bessa jofnu fyrir v?(t) faest ad

a2 (t + K)?

2
vi(t) =
() A+ad(t+ K)?
og pvi
t+ K
o(t) = cap (t+ K)
\/02+a3(t—|—K)2

Vid notum hér jakveedu lausnina fyrir v(¢) pvi gefid var ad Robert ferdist i stefnu z-ass.

1



Skv. bessari jofnu faest ad v(0) = ——=—9E__ Gefid er 1 deeminu ad v(0) = 0, sem pydir

c2+aZ (t+K)?
a0 K = 0. Par meo hofum vid ad

capt

V2 + adt?

v(t) =
eins og atti ad syna.
. Med bvi ad stinga gefnum gildum inn i jéfnu (4) feest:
i)

3.00 - 10° m/s
v(t)=<c-1073
c-107*(1—3-1079)

2
i)

2.12-10° m/s
v(t) = { ¢-0.707
c/\/§

iii)

3.00- 108 m/s
v(t) =< =~c
c- (1—%-10_6)

Takid eftir ad agt er gildid 4 v(t) sem hefdi fengid samkveemt klassiskri aflfreedi. Med
bvi ad bera saman agt og v(t) (fengid med afstaediskenningunni) sést ad par getur munad
miklu a.

(Gefid var rétt fyrir 6ll ofangreind svor en pridja svarid i 1id i) og iii) er ndkveemast og

feest med Taylor lidun. Pess var ekki krafist hér.)

. Vid notum jofnu (5) og faum ad

Pegar t — oo faest ad

ca
v(t) — 20—
V02 +ad
svo mesti hradi sem Lisa meelir er ¢, p.e. ljoshradinn! Lisa sér Robert pvi alltaf ferdast
med hrada sem er minni en ljéshradinn a4 endanlegum tima.



Daemi 4

1. (i) Vio notum 16gmal Gauss til ad leysa pennan 1id. Gaussyfirbordid er kaluyfirbord med
radius z.

Ef 2 < a eda x > b faest:

fﬁ.dg:i (1)

€0

Vegna samhverfu er E || dA svo pessa jéfnu mé ecinfalda 1

E-dmat=2 (2)
€o
bar sem E er tolugildi rafsvidsins (i stefnu beint ut fra midju kalunnar). Pvi feest

Bz) = — 1 (3)

4eq 12

Ef hins vegar a < x < b vitum vid ad E(z) = 0, bvi kuluskelin er leidandi og rafsvid inni
i leidara er alltaf 0.

bvi faest eftirfarandi:

e Degar x stefnir 4 a fra vinstri er F(x) = 47360 %
e Degar x stefnir 4 a fré heegri er F(z) =

e Degar x stefnir 4 b fré vinstri er E(x) =

e Degar x stefnir & b fra heegri er E(z) = 4”160 =

(ii) Sja svarblad
(iii) Munum ad spenna er gefin med V = — [, E - dl. Med tegrun faest:

e Fyrir z < ber V(z) = L + K; bar sem K; er fasti. En vid vitum ad V(z) — 0

4megx

pegar x — oo svo Ky = 0, og pvi

V(z) = — (4)

4mepx

e Fyrir a < z < ber V(z) = K bar sem K, er fasti, pvi E(z) = 0 & bessu bili. En
par sem V' (x) er samfellt fall feest skv. jéfmu 4 ad Ky = 1, b.e.

_ 9
Vie) = Amegh (5)
e Fyrir z <aer V(z) = zL- + Kj; bar sem Kj er fasti. En vid vitum ad V(a) = ;1
bvi V(x) er samfellt fall. Par med er
q 4q
Kq =
dmepa +Hs 4megh (6)
b.e.
q 1 1
Ky = e 7
3 4reg (b a) (7)



b.e.

Sér 1 lagi er

V(a) = V(b) = — (9)

(iv) Sja svarblad.

. (1) Frjalsu hledslurnar i leidaranum munu rada sér pannig ad F(x) = 0 fyrir a < x < b.
bvi er kerfid kalusamhverft fyrir x > a svo eins og 1 1id 1. (i) feest ad

e Fyrir x > ber

o Fyrira<x <ber

E(z) =0 (11)
Sér 1 lagi gildir:

e Degar x stefnir 4 b fra vinstri er E(x) =0

e Degar x stefnir a b fra heegri er E(z) = ﬁb%

(ii) Sja svarblad.

(iii) Pessi lidur er nakveemlega eins og 1. (iii) vegna kulusamhverfu kerfisins fyrir > a.
bvi faest:

e Fyrirz > ber

q
= 12
Viz) dmegx (12)

e Fyrira<x <ber

q
Viz) = 13
(z) 4Amegd (13)

Sér 1 lagi er
Via)=V(b) = — (14)
4menb

(iv) Sja svarblad.
(v) Sjé svarblad.



Svarblad - Landskeppni i edlisfraedi 2. april 2016

Svarblad fyrir deemi 4
Landskeppni © edlisfredi, 2. april 2016

Dzemi 4, lidur 1. ii)
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Deaemi 4, lidur 2. ii)
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Dzemi 4, lidur 2. iv)
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Daemi 4, lidur 2. v)




