Landskeppni 1 edlisfraedi 2019

Urslitakeppni
9. mars kl. 09:00-12:00

Leyfileg hjalpargégn: Reiknivél sem geymir ekki texta.
Keppnin samanstendur af 3 deemum. Athugadu hvort pu hafir fengid 61l deemin.

Oll deemin 3 vega jafnt og ekki verdur dregid fra fyrir rong svor. Lidunum i hverju daemi er
ekki endilega radad eftir erfidleikastigi. Pad mé alltaf leysa seinni 1idi po6 fyrri lidir hafi ekki
verid leystir.

Skrifadu lausnir pinar snyrtilega 4 lausnabléd sem pu feerd afthent og merktu pau vel.
Tekio verour tillit til ttreikninga vid yfirferd & deemum.

Goour fragangur hefur jakveed ahrif!

Tafla yfir pekkta fasta

‘ Nafn ‘ Takn ‘ Gildi
Hradi 1j6ss { tomartmi c 3,00 - 10%m/s
Pyngdarhrédun vio yfirbord jardarinnar g 9,82m/s?
Massi rafeindar Me 9,11-107 3 kg
Rafsvorunarstudull tomardams €0 8,85- 10712 C%s? /(m3 kg)
Frumhledslan e 1,602 - 10~ C
byngdarfastinn G 6,67 - 10~ m3/(kgs?)
Fasti Plancks h 6,63-1073*Js




1 Klassiskur liftimi vetnisatémsins

Arid 1785 setti Charles-Augustin de Coulomb fram eftirfarandi 16gmal um rafkraftinn milli tveggja hladinna
agna med hledslu ¢; og ¢ 1 fjarlaegd r fra hvorri annarri:

F, = k(h;p
T

bar sem k = 8,99 - 10° Nm?/C? er fasti sem nefnist fasti Coulombs. Samkvaemt likani Bohrs ferdast rafeindir
i kringum kjarnann & hringlaga brautum. I pessu deemi munum vid skoda vetnisatomid. Litum & eina
rafeind & braut um eina roteind. Vid munum syna fram & ad petta klassiska likan Bohrs geti ekki stadist.
Rafeindin hefur hledslu —e = —1,602 - 10~'° C og massa m. = 9,11 - 10~3! kg 4 medan réteindin hefur hledslu
+e = 1,602 - 1071° C og massa m,, = 1,67 - 10727 kg.

Mynd 1: Likan Bohrs af vetnisatéminu.

(a) (0.5 stig) Synid fyrst ad &hrifin vegna pyngdarkraftsins

memy,
r2

Fo=G G = 6,67-10" Nm? /kg?

milli rafeindarinnar og roteindarinnar séu hverfandi i samanburdi vid rafkraftinn, pad er, finnid %

(b) (1 stig) Rafeindin er & hringhreyfingu um roteindina og verdur pvi fyrir midsoknarkrafti. Finnid hrada
rafeindarinnar & braut sinni um roéteindina sem fall af r» og pekktum fostum.

(c) (0.2 stig) Umritid nidurstdéduna i lidnum 4 undan til pess ad finna r sem fall af pekktu fdstunum og v.
(d) (0.3 stig) Finnid midsoknarhrédunina, am;s, einungis sem fall af bekktu {dstunum og v.

(e) (0.3 stig) Finnid midsoknarhrédunina, am;s, einungis sem fall af pekktu féstunum og r.
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Rafhledsla sem verdur fyrir hrodun geislar fra sér orku med aflinu:

p_ B _ 2k
dt 3 ¢

bar sem k er fasti Coulombs, ¢ er hledsla agnarinnar, ¢ = 3,00-103m/s er ljéshradinn og a er hrédun
agnarinnar. Pessi jafna nefnist Larmor formilan. Samkvaemt Larmor formulunni tapar rafeindin pvi orku
vegna hrodunarinnar af véldum midséknarkraftsins.

(f) (2.5 stig) Latum AFE tékna breytinguna i orku rafeindarinnar eftir ad hun hefur ferdast eina umferd
i kringum vetniskjarnann og latum K takna hreyfiorku hennar. Synid a0:

AB| _ 8 (v)°
K 3 \c¢

(g) (0.2 stig) Ritid heegri hlid Larmor formalunnar:

_dE 7gke2a2

T odt 3 a3
einungis sem fall af  med bvi ad nota nidurstéduna i (e)-lid.
(h) (1 stig) Finnid heildarorku rafeindarinnar einungis sem fall af pekktu fostunum og r.

(i) (1 stig) Reiknid %Z med pvi ad diffra nidurstéduna i lidnum 4 undan med tilliti til ¢.

[Abending: Pi0 megio nota kedjuregluna % = %%
(§) (1 stig) Nota méa nidurstodurnar ur lidum (g) og (i) til bess ad fa diffurjofnu 4 eftirfarandi formi:

dr 1

at 2
par sem ~ er fasti sem er fall af fostunum k,e,m. og c. Akvardid ~.

(k) (2 stig) Geisli vetnisatomsins er ag = 5,29 - 10~ m og geisli kjarnans er by = 0,878 - 10~ 1% m. Leysid
diffurjéfnuna med pvi ad beita adskilnadi breytisteerda og finnid timann 7 sem bpad tekur rafeindina ad
falla inn i kjarnann.
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Lausn:

ke? 8,99 - 109 - (1,602 - 10~19)2

(a) Faum:

-

FG Gm;mp -

svo £& =4.39.10740.

k
(b) Hofum:
(c) Faum:
(d) Faum:
(e) Faum:
(f) Faum:

_ =0.228 - 10%
Gmem,  6,67-10711.911-1073" . 1,67- 10727

e? v2 ke?
k—2 =Me— — V=
T mer
ke? ke?
v = = BY
mer meV
V2 V2 mev?t
Uiy = — = =
ke22 ke2
MeV
2 ke 2
vt g ket 1
Amip = — = =——
r Me T
AE ~ PAt

pbar sem At = % svo vid faum ad:

ke?

AE| 2 2 ke?a? 27
K  ma2\3 3 v

2
_ 8wke? 1 mev?t _ 81 v 3
" 3m, v3c3 ke mev2 ] 3 \e¢

(g) Faum med bvi ad nyta okkur nidurstéduna i 1id (e) ad:

2 3
p_9E _ _2ke’a® _ 2ke’ (he? 1) _ 2 (ke’} 11
dt 3 3 33 mer2) 3\ ¢ m2 r4
(h) Faum:
1 2 2 2 o2
EeK4U= " mo2 R _ L, ke ket ket
2 T 2 Tmer T 2r
(i) Faum:
aB _apdr _d (< dr ke dr
dt — drdt dr\ 2r ) dt 2r2dt
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(j) Vid byrjum & bvi ad dkvarda ~:

sem gefur:

2
dr_ A4 (he) 1
dt ~— 33\ me 72

svo vid alyktum ad

2
4 (ke —21 3

(k) Vid leysum diffurjofnuna med adskilnadi breytisteerda:
bo T 1
/ r2dr = —'y/ dt = —(bp —ad) = —yr
aop 0 3

sem gefur okkur pvi ad

3 _ 13
r= B0 50710
3y
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2 Ogn sem rennur innan i sivaling

Litilli 6gn med massa m er komid fyrir & innra bordi sivalnings sem er holur ad innan og hefur massa
M og geisla R. Sivalningurinn er kyrrstaedur i byrjun. Ogninni er sleppt ar kyrrstédu { haed R likt og
4 mynd 2. Gerum rad fyrir pvi ad enginn ndningskraftur verki milli agnarinnar og sivalningsins. Latum
steerd nuningskraftinn milli sivalningsins og yfirbordsins sem hann hvilir & vera taknadan med F4,. Gerum
rad fyrir pvi ad sivalningurinn ralli an pess ad renna. Latum 6 vera hornid & milli 16dlinu gegnum midju
sivalningsins og linu fra midju sivalningsins ad 6gninni eins og sést 4 mynd 3. Vid tdknum steerd pverkraftsins
4 O6gnina med P og steerd pverkraftsins 4 sivalninginn med P .

////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

Mynd 2: Pegar 6gninni er sleppt tr heed R. Mynd 3: Pegar 6gnin hefur runnid nidur dalitinn spol.

(a) (0.2 stig) Finnid heildarorku kerfisins einmitt begar 6gninni er sleppt.

(b) (1 stig) Latum A takna hrodun sivalningsins. Skrifid nidur kraftajofnu sivalningsins begar 6gnin
myndar hornid # midad vid 160linu. Finnid A sem fall af m, M, R, P, Py, FLgn, 0 og pekktum fostum.

(c) (1 stig) Latum o takna hornhrédun sivalningsins. Skrifid nidur veegisjofnu um as gegnum midju
sivalningsins pegar 6gnin myndar hornid  midad vid 16dlinu. Finnid « sem fall af m, M, R, P, Py, Fl4p, 0
og pekktum fostum.

(d) (1 stig) Latum a, tdkna hrodun agnarinnar samsida hreyfingarstefnu massamidju sivalningsins og
latum a, takna hrédun agnarinnar hornrétt 4 hreyfingarstefnu masssamidju sivalningsins. Skrifid nidur
kraftajofnu fyrir 6gnina og finnid beedi a, og a, sem fall af m, M, R, P, Py, Frun, 0 og bekktum fostum.

(e) (1 stig) Tengid saman nidurstodurnar i lidunum prem hér 4 undan og synid ad:

2MA = Psinf = ma,

(f) (0.8 stig) Latum u tadkna hrada massamidju sivalningsins og latum v tdkna hrada agnarinnar. Finnid
heildarorku kerfisins pegar 6gnin er i leegstu st6du sem fall af m, M, R, v, u og pekktum fostum.

(g) (1 stig) Nytid ykkur nidurstéduna i 1id (e) til ad syna ad i leegstu st6du gildi um hradana v og v ad:

2Mu = mo

(h) (2 stig) Akvardid hradana u og v begar dgnin er i lsegstu stédu einungis sem fall af m, M, R og g.

(i) (2 stig) Finnid pverkraftinn 4 6gnina fra sivalningnum begar 6gnin er { leegstu st6du einungis sem fall
af m, M og pekktum fostum.
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Lausn:
(a) Vid hofum:
E =mgR

(b) Hofum ad:
MAY\ Psind — Foun
0 ) \Py—Mg—DPcosf

svo vid alyktum ad A = ﬁ (Psinf — Fan).

(¢) Hofum:
Ia = FymR
svo vid faum ad:
_ Fm’mR
T
Héfum sidan ad I = M R? svo:
_ ElﬁnR _ Elﬁn
~ MR2 MR
Getum einnig nytt ykkur ad o = % Svo:
F..
A — nun
M

(d) Hofum sidan ad:

mag\ _ Psinf
may, ) \Pcos —mg
az\ _ %P sin 0
ay) %P cosf —g

MA =DPsin0 — Fyy,

En bar med héfum vid ao:

(e) Faum ur (b)-lid ad:

en ar (c)-1id hofum vid ad Fyan = M A og tar (d)-1id hofum vid ad sin @ = ma, svo vid hofum synt ad:
MA=ma, — MA
sem gefur pvi ad:

2MA = may,
(f) Pa hofum vio:

1 1 1
E = *m'UQ + 5]\4"].112 =+ 5[&]2

2
bar sem I = MR? og w = 4 svo vid faum ad:
Lo o 2
E= §mv + Mu
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(g) P4 tegrum vid nidurstoduna i (e)-1id. Faum:

¢ ¢
/ 2M Adt’ :/ magdt’
0 0

td td
2M/ —”dt:m/ Yz gt

i leegstu stéou er v = v, svo vid héfum:

b.e.

2Mu = mv

(h) Vid leysum sidan jéfnuhneppio:

mgR = %mvz + Mu?
2Mu = mv

sem gefur bé ad:
1 [2M \? 2M
ng:m(u) +Mu2:M(1+)u2
2 m m
sem gefur pvi ad:

mgR _m MgR
M(1+ 2L MYV 2M+m

S
[

en par med er

veoM, o [ MgR
Tm 2M +m

(i) T vidomidunarkerfi bar sem sivalingurinn er kyrr er 6gnin 4 hringhreyfingu svo ba gildir ad afsteedur
hradi agnarinnar er gefinn meo:

m MgR
2M +m

en par med gildir ad:

en par med héfum vid ad:

‘oM +m  M?  2M+m M

w2—<2+m>2 MgR  (2M +m)> MgR  (2M +m)gR
B M

sem gefur pvi ad:
2

b n w n
=mg+m— =m
g R g

m

M(2M+m)g:3mg<l+m>

3M
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3 A0 sigla upp i vindinn

Svanhildur siglingargydja hefur fengid nog af kaldri vedrattu Islands og setlar ad sigla til sudreenni landa.
Vio munum { pessu deemi skoda einfalt likan af seglsktitu Svanhildar. Gerum rad fyrir ad seglskutan hafi
edlismassa p;, og sé halfsivalningsskel med innri radius r og ytri radius R og af lengd L likt og 4 mynd (5).

(a) (1 stig) Hver er steersti farmur, m, sem ad Svanhildur getur flutt med sér an pess ad skutan sokkvi ef
ekki er tekid tillit til massa masturs og segls?

I vidmidunarkerfi par sem sjorinn er kyrr latum vid @ takna hrada vindsins og ¥ takna hrada skatunnar.
Steerdir hradanna taknum vid med w og v. Dragkrafturinn sem verkar 4 skutuna & moéti hreyfingu hennar er
gefinn med formulunni:

1
Fp = §pSCDAv2)
bar sem py er edlismassi sjosins, C'p er dragstudullin sem er hadur seigju vokvans og 16gun skutunnar og A er
flatarmal ofanvarpsmyndar pess hluta skitunnar sem er i vatninu & plan sem er hornrétt a stefnu skiitunnar.

Latum S takna flatarmal seglsins og hunsum sveigju seglsins vegna vindsins. Skutan ferdast einungis { pa
att sem stefni hennar snyr i, pad er ad segja, han ferdast ekkert til hlidanna.

|

R

—
\W—J

r

] I vindur

Mynd 4: Sktatan hennar Svanhildar Mynd 5: Pverskurdur af skdtunni.

(b) (0.5 stig) Latum edlismassa loftsins vera p; og gerum rad fyrir ad seglid sé hornrétt 4 vindinn. Synid,
med pvi ad nota 16gmél Bernoullis, ad seglkrafturinn, Fg, sem verkar hornrétt & seglid sé gefinn med:

1
Fs = §plS(w —v)?

(c) (2 stig) I fyrstu faer Svanhildur godan medbyr og siglir beint med vindi. Finnid hamarkshrada skit-
unnar, vmax, pegar skatan siglir beint med vindi med seglid hornrétt i vindinn.

[Abending: Skutan siglir med hamarkshrada pegar ad heildarkrafturinn sem verkar 4 hana er nuall.]
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Skjott skipast vedur. Nu fer vindurinn ad blasa beint & moti stefnu batsins likt og &4 mynd 6. En
Svanhildur deyr ekki radalaus. Han byrjar & bvi ad snta skitu sinni um 6 gradur midad vio stefnu vindsins
likt og & mynd 7. Hun snyr sidan segli sinu pannig ad seglid myndi hornid o midad vid vindattina og hornid
£ midad vid stefnu batsins likt og & mynd 8. Takid eftir ad ba er 6 = a + 3.

vindur
. ' J' :
Vlndu’
Mynd 6: Skutu siglt beint & méti  Mynd 7: Skdtu sndid um horn 6 Mynd 8: Segli sntid um horn «
vindi. midad vid vind. midad vid vind.

(d) (0.2 stig) Finnid pbann batt af hrada vindsins, w, , sem er hornréttur & seglid pegar seglinu er sniid
um horn o midad vido métvindinn.

(e) (0.3 stig) Finnid bann patt af hrada skatunnar, v, , sem er hornréttur a seglid pegar skatunni er sniid
um horn # midad vid moétvindinn og seglinu er sniid um horn o midad vid moétvindinn.

(f) (1.5 stig) Finnid pbann patt seglkraftsins sem er samsida stefnu skitunnar pegar afstada skttu og segls
midad vid vind er eins og & mynd 8.

[Abendmg: Skodid afsteedan hrada vindsins hornrétt & seglid midad vid hrada batsins hornrétt & seglid. |

(g) (2.5 stig) Synid ad hamarkshradi seglskitunnar 4 moti vindi pegar sktitan myndar horn 6 midad vid
stefnu vindsins og segl hennar myndar horn a < 6 réttseaelis vid vindinn likt og & mynd 8 sé gefinn med:

w cos(0) sin(f — B)+/sin B
(sin B)*/2 4/ £2Cp4

(h) (1 stig) Synid ad fyrir fast S ba sé besta hornid, 0, bannig ad hamarkshradi seglskutunnar 4 moti vindi
verdi sem mestur, gefinn med:

U(Q,ﬁ) =

Jr7r
4

[Abending: Hornafallareglan: cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) geeti komid ad gagni.|

(i) (1 stig) Nu stagvendir Svanhildur skatu sinni upp i vindinn (p.e. hun siglir i sikksakk 4 moti vindinum)
og er vitaskuld buin ad reikna ut allar pessar nidurstédur i hausnum. Med mid af pvi, snyr hdan segli
sinu midad vid stefnu batsins pannig ad 8 = 20° eins og 4 mynd 8. Hversu marga daga er Svanhildur
bé ad sigla til Greenhofdaeyja sem eru { 5460 km fjarleegd ef hin siglir & moti vindi med sem mestum
hrada alla leidina? Edlismassi sjosins er 1020 kg/m?, edlismassi loftsins er 1,23 kg/m?, hradi vindsins er
17m/s, dragstudull batsins er 0.04, flatarméal ofanvarpsmyndar bétsins 4 plan sem er hornrétt stefnu
hans er 0,500 m? og flatarmal seglsins er 50,0 m?.
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Lausn:

(a)

(b)

(c)

(d)

Vio héfum samkveemt 16gmali Arkimedesar:

(m + (;w (R? _ r2) L)) g=Fupp = %ps (WR2L> g

sem gefur pvi ad:

2
1 5 T
m—§7rRL ps—pb<1—(R>>

Skodum afstzedan hrada vindsins midad vid seglid, hann er w — v par sem ad vindurinn barf ad fara
hradar heldur en baturinn til bess ad gefa einhvern seglkraft. Afsteedur hradi loftsins hinum meginn
vid seglid er null og pvi er prystingsmunurinn samkveemt 16gmaéli Bernoullis:

1
§pl(w —v)”

og bvi krafturinn:
1 2
F = iplS(w —0)

Vid héfum pa Fg = Fp sem gefur:

1
—pS(w — v)2 = §pSCDAv2
sem gefur pvi ad:
w_y > psCpA
v oS
en par med héfum vid ad:
Yoi—x <pscDA>”2
v S

w _ _ (pCpA)'?
v N plS
sem gefur ad lokum ad:
w
v =

Hofum pa ao:

w] = wsina
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(e)

(f)

(g)

(h)

(i)

Ho6fum pa ad:
v = vcos(g — ) = vsin(p)
Par med feest samkveemt Bernoulli ad seglkrafturinn er gefinn meo:
Fg = %plS (wsina — v sin5)2

En pennan kraft parf ad lida i stefnu bétsins par sem ad sa pattur hans sem er hornréttur a stefnu
batsins hefur engin ahrif. Vid endum pvi med kraftinn Fgp sem tdknar seglkraftinn { stefnu batsins.
Hann er pvi gefinn meo:

Fsp = %plS (wsina — vsin 8)° sin 3
Vid héfum ad hamarkshradanum er nad pegar Fgp = Fp svo vid faum pa ao:
%plS (wsina — vsin 8)%sin f = %psCDAUZ
Vid faum ba ad:

ESina —sin 8 i = 7pSCDA
v - pSsinp

sem gefur pvi ad:

1/2
w . o psCDA
” sina —sin 8 = (pﬁsinﬂ)
En betta gefur okkur pvi ad:
w sin av w sin a/sin 8

1/2 1/2
. sCpA ; sCpA
Slnﬂ+(£SsiDnB) (smﬁ)3/2+(ppl§ )
En vid erum bedin um ad lida hradann v i stefnuna & moti vindi svo ad vid fAum ad lokum ad:

v(0,8) = wsin a cos f4/sin B _ wcos() sin(f — B)+/sin B

1/2 . ,
(sin 5)3/2 + (pspCLgA) (sin 8)*/% + \/7“:’;?‘4

pbar sem vid héfum nytt okkur ad o = 6 — 3 til pess ad fa sidasta skrefid.

Vio athugum ao:

dv(6,5) _ wysin b (cos(8 — B) cos() — sin(6) sin(f — B)) =

do (sin ﬂ)3/2 + /Pspcl'gA
dv (0,8 .
Athugum ad % =0ef:
(cos(8 — B) cos(#) — sin(8) sin(f — 8)) = cos(20 — ) =0
en bad gefur einmitt ad 20 — 8 = 5 +nm bar sem n € Z. En bad gefur pvi einu edlisfraedilegu lausnina:

_b. 7
0=5+7

Pa feest ad 6 = g + 45° = 55° samkveemt lidnum & undan og ef ¢ = 5460 km ba er vt = ¢ pannig ad:

. 3/2 PsCDA
0 g((smﬂ) TV s ) 5460 - 10°

v(0,8)  wecos()sin(d — B)y/sinB  cos(55)-7.35 s ,8 dagar
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